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Dette haefte er en del af undervisningsmaterialet til et kursus i statistik og statistiske
modeller. Undervisningsmaterialet omfatter blandt andet falgende titler:

a. Simple binomialfordelingsmodeller

b. Simple normalfordelingsmodeller

c. Simple Poissonfordelingsmodeller

d. Simple multinomialfordelingsmodeller
e

. Mindre matematisk-statistisk opslagsveerk, indeholdende bl.a. ordforklaringer, re-
suméer og tabeller

Om kurset og kursusmaterialet kan blandt andet siges at

» nar det er et gennemgaende tema at papege at likelihoodmetoden kan benyttes
som et overordnet princip for valg af estimatorer og teststarrelser, er det blandt
andet begrundet i at likelihoodmetoden har mange egenskaber der fra et mate-
matisk-statistisk synspunkt anses for gnskelige, at likelihoodmetoden er meget
udbredt og nyder stor anerkendelse (ikke mindst i Danmark), og at det i al almin-
delighed er vaerd at ggre opmaerksom pa at man ogsa inden for faget statistik har
overordnede og strukturerende begreber og metoder;

« nar kursusmaterialet er skrevet pa dansk (og ikke for eksempel pa ‘scientific Eng-
lish’), er det for at bidrage til at vedligeholde traditionerne for hvordan og at man
kan tale om slige emner pa dansk, og sa sandelig ogsa fordi dansk er det sprog
som forfatteren — og vel ogsa den forventede laeser — er bedst til;

» nar heefterne foruden de saedvanlige simple modeller, metoder og eksempler
ogsa indeholder eksempler der er vaesentligt sveerere, er det for at antyde nogle
af de retninger man kan arbejde videre i, og for at der kan veere lidt udfordringer
til den kraevende leeser.
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1 Poissonfordelingen

Dette kapitel introducerer Poissonfordelingen der er opkaldt efter den franske
matematiker og fysiker S.-D. Poisson (1781-1840). Poissonfordelingsmodeller
kan blandt andet komme pa tale ndr man har at gere med antalsobservationer
der angiver hvor mange gange et bestemt feenomen optreeder i et vist tidsrum
og/eller et vist geografisk omrade eller lignende (det kunne for eksempel veere
trafikulykker pé et ar pa en bestemt vejstreekning).

Det gennemgaende eksempel i dette kapitel kan madske i forste omgang
forekomme lidt kuriest, men det er meget beromt idet det optreeder i naesten
alle leerebager i statistik.!

Eksempel 1.1 (Hestespark)

For hvert af de 20 ar fra 1875 til 1894 har man for hvert af den prejsiske armés 10 regi-
menter registreret hvor mange soldater der dede fordi de blev sparket af en hest. Det
vil sige at man for hvert af de 200 »regiment-ar« kender antal dedsfald som felge af
hestespark.

Man kan give en oversigt over disse tal ved at angive i hvor mange regiment-ar
der var 0 dedsfald, i hvor mange der var 1 dedsfald, i hvor mange der var 2, osv.,
dvs. man klassificerer regiment-arene efter antal dedsfald. Det viste sig at det sterste
antal dedsfald pr. regiment-ar var fire. Ved klassificeringen bliver der derfor fem klasser
svarende til 0, 1, 2, 3 og 4 dede pr. ar. Tabel 1.1 viser hvordan de faktiske tal blev.

Man mé formode at det i hgj grad var tilfeeldigheder der bestemte om en
given soldat blev sparket til dede af en hest eller ej. Derfor er det ogsa i hoj
grad tilfeeldigheder der har afgjort om et givet regiment i et givet ar nu fik 0
eller 1 eller 2 osv. dede som folge af hestespark. Der kan sdledes veere fornuft
i at beskeeftige sig med denne modelbygningsopgave: Find et forslag til en
matematisk model der kan levere sandsynligheder for at have netop y dode i
et bestemt regiment, y = 0,1,2, ... .

1.1 Udledning

En veesentlig del af problemlesningsprocessen bestar i at overseette problemet
til matematik i en passende generel formulering. Vi gar frem i en reekke punk-
ter der dels leder frem til en sidan passende formulering, dels leverer en los-
ning.

IEksemplet stammer fra L. von Bortkiewicz (1898): Das Gesetz der kleinen Zahlen, Leipzig:
Teubner.
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Tabel 1.1 Antal dedsfald som folge af hestespark i den projsiske armé.

antal dedsfald y  antal regiment-ar med y dedsfald
0 109
65
22
3
1
200

B W N =

. Hestespark-eksemplet handler om at man 200 gange har foretaget sig no-
get bestemt, nemlig fulgt et regiment igennem et &r og set hvor mange
dedsfald der var som felge af hestespark.

. Der er et »grundeksperiment« der bestar i at man i et vist tidsinterval (af
leengde 1 ar) holder gje med hvor mange gange en bestemt type begiven-
hed (dedsfald ved hestespark) indtreeffer.

. Grundeksperimentet bestdr i at der i tidsintervallet fra ¢ til {1 registreres
antal forekomster af en bestemt art begivenhed.

. Vi kan dele tidsintervallet fra f til t; op i et antal lige store delintervaller
som hver iseer har leengden At. Pa den médde bliver der

t1 —fo

n = n(At) = Al

delintervaller. (I hestesparkeksemplet kan man for eksempel dele inter-
vallet |to, 1] af leengde 1 ar op i 365 delintervaller af leengde At =1 dag.)

Antallet af begivenheder i det store interval er (selvfolgelig) lig med sum-
men af antal begivenheder i de enkelte delintervaller.

. Fidusen ved at dele op i delintervaller er at hvis At er tilstraekkelig lille,
sd er det meget usandsynligt at der indtreeffer to eller flere begivenheder
i samme delinterval. Sagt pa en anden made, hvis At er meget lille, sa er
det samlede antal begivenheder i intervallet |¢, t1] stort set altid lig med
antallet af de delintervaller hvori der forekommer mindst én begivenhed.

. Vi har nu faet lavet problemet om til noget der handler om 01-variable,
nemlig om

- 1 hvis der er mindst én begivenhed i delinterval nr. j
I 0 hvis der ingen begivenhed er i delinterval nr. j

i=1,2,...,n

Hvis At er meget lille, sa er det samlede antal Y af begivenheder i inter-
vallet |ty, t1] ifelge betragtningerne i punkt 5 cirka ligmed I1 + I + ... +
L.
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7. Antag at der i alle n = n(At) delintervaller er den samme sandsynlighed
p = p(At) for at der sker en begivenhed. (Der bliver altsa ikke i lobet af
perioden indfert nye sikkerhedsforanstaltninger der nedseetter chancen
for at blive sparket til dede af en hest. Og antallet af soldater og af heste
i regimentet er stort set konstant aret igennem.)

Antag ogsa at det der sker i ét interval er stokastisk uafhengigt af det der
sker i andre intervaller. (Hvis der tilfeeldiguis var to soldater der i begyn-
delsen af dret blev sparket til dede af heste, sa tager de ovrige soldater i
regimentet ikke i den anledning ekstra forholdsregler i resten af aret.)

8. Da Ij, Iy, ..., 1, sdledes er uathengige og identisk fordelte 01-variable,
n

er % I; binomialfordelt med parametre n = n(At) og p = p(At), og da
=1
n
totalantallet Y af begivenhederi to, #1] cirka er ligmed  Ij, er Y siledes
=1

cirka binomialfordelt med parametre n og p.

Forbeholdet »cirka« bortfalder nar At bliver tilstraekkelig lille, dvs. vi skal
pé et senere stadium lade At gd mod nul.

9. Den made hvorpa n atheenger af At er simpel idet som tidligere anfort

f1—to

n = n(At) = A

Derimod mang]ler vi at overveje hvordan p atheenger af At.

10. Det ma veere rimeligt at formode at p er en forholdsvis peen funktion af
At, bl.a. med den egenskab at p(At) — 0 nar At — 0, og at p(At) — 1
ndr At — 400, sa p(At) m4 have et udseende i retning af

p,

1.0 -

0.5 -

0.0

0 1 2 3 4 At
Vi vil ga ud fra at p(At) er differentiabel fra hejre i At = 0, mere preecist
at der eksisterer et tal A > 0 sdledes at

p(At)
m 2= —

Der geelder altsa at p(At) ~ AAt for smd veerdier af At.
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11. I punkt 8 ndede vi frem til at Y er cirka binomialfordelt, dvs. at

PY=y) ~ (Z)rﬂ(lzn"-y (L)

hvor »~« bliver til »=« ndr At — 0. Derfor ma det naeste skridt veere at
bestemme greenseveerdien

i () 1=

under den graenseovergang hvor At — 0 og dermed n = % — 00.
I punkt 10 vedtog vi at der under denne graenseovergang skal geelde at
P p(At) .
A AL A, og derfor vil

np = (fl—A# — A (h —to). (1.2)

12. Vi omskriver binomialsandsynligheden pa felgende made:

()

_onnsl oyl (1)

=12 oy o pa=mp =)
- np)Yy _ -
= 10-b . a-5). B vy
y: ——— N —r

(a) ) (d)

(b)

13. Under greenseovergangen vil de forskellige faktorer opfere sig pé for-
skellige mader:

@11-L ... -l -1 =1

y faktorer
(np)? (A (1 —t))"
(b) l — yl .
© (1-p) ¥ —-@1-0Y=1.
(d) (1—p)" — exp(—A- (1 — tp)) hvilket indses séledes:

i. Da funktionen x — In x er differentiabel i x = 1 med differenti-
alkvotient 1, vil for h — 0

In(1+h) In(1+h)—1In1

N 7 - L
ii. Ved at benytte dette samt formel (1.2) fas
nin(l—p) = -—np- ln(l;p)

—  —=A-(t —tg).
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iii. Ved at tage exp pa begge sider heraf fés at

(1-p)" — exp(—A-(t1—t))
som @nsket.

Alt i alt vil binomialsandsynligheden i formel (1.1) konvergere mod

(A~ (1~ )"
I exp(—A-(t —to)).

Vi er hermed néet frem til folgende forslag til en statistisk model: Sandsyn-
ligheden for at der i et bestemt regiment er netop y dedsfald i perioden |ty, t1]
ma veere

y
PY=y) = ()\(tly't())) exp(—A-(t —t)), (1.3)
hvor A er en positiv konstant og y = 0,1,2,3, ... . Bemeerk at de hjeelpestorrel-
ser n og At som vi indferte i punkt 4 helt er forsvundet.

I formel (1.3) optreeder den ukendte parameter A der i punkt 10 blev ind-
fort som veerende cirka »sandsynligheden for en begivenhed i et meget kort
tidsinterval divideret med tidsintervallets leengde«. Storrelsen A har derfor di-
mensionen tid 1, dvs. A angives i f.eks. dag_1 eller &r—1.

Jo sterre A er, jo tilbgjeligere er begivenhederne til at indtreeffe; A er en sa-
kaldt intensitet (der i hestesparkeksemplet specielt kunne kaldes for en ulykke-

sintensitet eller en dodsintensitet).>

1.2 Definition og egenskaber

Man definerer Poissonfordelingen saledes:

Definition 1.1 (Poissonfordeling)
Poissonfordelingen med parameter i1 > 0 er den sandsynlighedsfordeling pd
udfaldsrummet X = {0,1,2, ... } som har sandsynlighedsfunktion

fly;n) = Pj exp(—u).

Figur 1.1 viser nogle Poissonfordelinger.

Det resultat vi fandt i forrige afsnit, kan derefter udtrykkes pa den méde at
antallet af dedsfald i et bestemt regiment i perioden fra £ til ¢; er Poissonfor-
delt med parameter 1 = A (t; — tp) hvor A betegner dedsintensiteten.

2 Antagelsen i punkt 7 gar ud pa at begivenhederne indtreeffer med samme tilbejelighed, med
samme intensitet, overalt pa (den betragtede del af) tidsaksen. Der er imidlertid ikke noget i vejen
for at konstruere mere indviklede modeller hvor intensiteten er tidsafheengig, dvs. A = A(t).
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A A
0.3 { 0.3 |
0.2 0.2 |
0.1 ‘ 0.1 ‘
003 I% 10 15 - 005 lrls 10 15
A A
03 | 0.3 |
0.2 | 0.2 |
il “ il
003 5| - 10 15 005 5 10 15

Figur 1.1 Poissonfordelinger med middelveerdier 1.33, 1.78, 3.16 og 10.

Bemarkning

Strengt taget bor den givne definition af Poissonfordelingen felges op af en
redegorelse for at f(y; u) faktisk er en sandsynlighedsfunktion, dvs. at der er
tale om ikke-negative tal der summerer til 1. Det er klart at f-erne er ikke-ne-

gative; at de summerer til 1 folger af eksponentialfunktionens reekkeudvikling
o0 n

exp(x) = z % som ikke vil blive bevist her. O

n=0

En egenskab ved Poissonfordelingen er at dens middelveerdi er lig dens
varians: Hvis den stokastiske variabel Y er Poissonfordelt med parameter y, si er

EY = pu
VarY = u

dvs. bade middelveerdien og variansen af Y er lig p.

Bevis
Det vises pa folgende made der kreever lidt kendskab til uendelige reekker:

Middelveerdien af Y er pr. definition EY = z y- f(y), og der geelder:
y=0

EY = 3 yhrew(-n)
y=0

©

i
= y?eXP(—u)
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Variansen af Y er Var(Y) =

E((Y-EY)?) = E(Y?) — (EY)% Vi kender EY, men E(Y?) er

besveerlig at regne ud; det er smart at benytte omskrivningen E(Y?) = E(Y(Y —-1)+Y) =

E(Y(Y-1))+EY.Nuer

EY(Y-1) = Zy(y—l)‘;—?exm—u)
P
= 3wy eww
2
o y—2
= 2 <yzz O y“, 2)!> exp(—u)
- p2<§0§ff> exp(—1)
= /_12, )
sd Var(Y) =E(Y(Y - 1)) +EY — (BY)2 = 12 + u— p? = . O
1.3 Afrunding

Her er nogle flere eksempler pa situationer der kan give Poissonfordelte antal:

Antal tilfeelde af en bestemt (ikke-smittende) sygdom i et bestemt tids-
rum.

Antal ulykkestilfeelde af en bestemt art i et bestemt tidsrum.

Antal omdannelser af atomer i et radioaktivt stof i et bestemt tidsrum
(der er forsvindende i forhold til stoffets halveringstid).

Antal trykfejl i en bog. — Her er »tidsaksen« simpelthen teksten forstdet
som en folge af tegn. Der er altsd tale om en diskret tidsakse, og reeson-
nementerne der forte frem til Poissonfordelingen, beror i hgj grad pa at
tidsaksen er kontinuert. Men hvis der kun er fa trykfejl i forhold til antal-
let af bogstaver og tegn, sa kan man »neesten ikke« se at tidsaksen faktisk
er diskret. Derfor finder man p4 alligevel at anvende Poissonfordelingen.

Antal bombenedfald i London under det tyske bombardement under An-
den Verdenskrig — her er »tidsaksen« det (todimensionale) geografiske
omrédde London.
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1.4 Opgaver

Opgave 1.1
I neeste kapitel vil det vise sig, at det i hestesparkeksemplet er fornuftigt at
estimere A ved A = 0.61 dedsfald pr. ar.

Lav et pindediagram® der viser hvordan Poissonfordelingen med parame-
ter 0.61 ser ud. y
Tip: Nar man skal udregne f(y; 1) = % exp(—u) for en hel masse y-veerdier, kan det

veere smart at gore det rekursivt:

fOu) = exp(—p)
fly;w) £

=y fly—-Lw), y=1,2,3,...

Opgave 1.2 (Raunkier-cirklinger)

Inden for plantegkologi bestemmer man (i Danmark) ofte planters skudteethed
ved hjeelp af en metode der kaldes Raunkizer-cirklinger. I sin simpleste form er
metoden som felger (teenk pa at det handler om at undersgge planter pa en
mark): Man anbringer et tilfeeldigt sted pa provearealet en cirkel med areal a
og ser efter om den planteart man undersoger, findes inden for cirklen eller ej;
dette gentages n gange (idet man serger for at de n cirkler ikke overlapper).
Typisk er a = 0.1m? og n = 10.

Antag for eksempel at man i 10 cirklinger med en 0.1m? cirkel fik netop 7
tilfzelde hvor planten blev fundet inden for cirklen.

Man onsker som neevnt at bestemme skudtetheden A (der males i
antal/m?). Man ma derfor gore en antagelse om at en bestemt slags sandsyn-
lighedsmodel har placeret skuddene ud over marken. Den simpleste antagelse
er at skuddene er placeret efter en Poisson-proces, hvilket betyder at antal skud
i et delomrade med areal a er Poissonfordelt med parameter A - 4, og at antal
skud i disjunkte delomrader er stokastisk uafthengige.

1. Hvad er sandsynligheden for at man ved én cirkling oplever at der er
netop k skud inde i cirklen?

2. Hvad er sandsynligheden for at man ved én cirkling oplever at der er
mindst et skud inde i cirklen?

T1P: »mindst et« er det modsatte af »ingen.

3. Hvis man udferer n = 10 cirklinger, hvad er da sandsynligheden for at
der i netop y = 7 tilfeelde findes mindst et skud inde i cirklen?

(Raunkieer-cirklinger genoptages i Opgave 2.3.)

3Et pindediagram er sddan noget som Figur 1.1 indeholder fire eksempler pa.



2 En- og flerstikproveproblemer i
Poissonfordelingen

I Kapitel 1 ndede vi ved teoretiske overvejelser frem til at antallet af deds-
fald pr. regiment pr. ar métte veere Poissonfordelt med parameter p = A -1 ar,
men stemmer det overhovedet med virkeligheden, og hvordan estimerer man
intensiteten A?

Vi skal i dette kapitel beskeeftige os med estimation af parametre og test af
hypoteser om parametre i Poissonfordelinger, og med spergsmadlet om kontrol
af modellen.

2.1 Enstikpreveproblemet

I hestespark-eksemplet fra Kapitel 1 er situationen den at der er n = 200 uaf-
heengige observationer y1,3,..., Yy, fra Poissonfordelingen med parameter
p = A-1ar. Det er et eksempel pa et »enstikproveproblem« fordi der er tale
om et antal observationer, en stikprove, fra en og samme fordeling.

Generelt har man at gore med uafheengige observationer y1, s, ..., y, fra
en Poissonfordeling med parameter y, svarende til at modelfunktionen er

n liy’
fynya-oymn) = ] 5exp(—n)
=1 Y5

= n eXp(fnu)

hvor y. er statistikerens seedvanlige korte skrivemade for y; + y2 + ... + yu.

Estimation af parameteren

Poissonparameteren p estimeres ved likelihoodmetoden. Likelihoodfunktionen
svarende til observationerne y1, y», ..., yu er

-
Lip) = " exp(—
(1) konstant exp(=n),
sa at
InL(n) = konstant+ y.Inp —np.

13
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Ifolge de seedvanlige principper er det bedste estimat over p den veerdi fi der
maksimaliserer L eller In L. For at bestemme denne veerdi loser vi ligningen
% InL = 0. Man finder at

d Y-
—InL(p) = ~— —n
ap ML) m
som er lig 0 netop nar p er lig ¥ = y./n. Funktionen In L har altsa stationeert
punktipu =¥, og da dens anden afledede
d? Y.
—InL = —-=
altid er negativ, er iy et maksimumspunkt. Dermed er vist at maksimaliserings-
estimatet for p1 er gennemsnittet af observationerne:!

n
2,01

]

A

’J_ = y:

=

I taleksemplet far man

200
Zyj:0-109+1-65+2-22+3-3+4~1:122,
=1

sd at i = 122/200 = 0.61 og dermed

A=t —oe61ar?,
1ar
dvs. dedsintensiteten er 0.61 dedsfald pr. ar for hvert regiment. — Det ses at A
fremkommer som antal dedsfald divideret med antal regiment-4r.

Modelkontrol

Nar vi holder os inden for klassen af Poissonfordelingsmodeller, far vi den
bedste beskrivelse af hestespark-observationerne ved at bruge intensiteten A =
0.61 dedsfald pr. ar for hvert regiment.

For at f4 et fingerpeg om hvor god denne »bedste beskrivelse« er, udregner
vinogle »forventede« antal under forudseetning af at modellen er rigtig: Ifolge
modellen er sandsynligheden for at der i et bestemt regiment-ar er netop y
dedsfald,

fly;A) = M;!ér)yexp(—j\'lér).

Ud af de 200 regiment-ar skulle man derfor forvente ca. 200 - £(0; A) tilfeelde
med 0 dedsfald, ca. 200 - f(1;A) tilfeelde med 1 dedsfald, ca. 200 - f(2; A) til-
feelde med 2 dedsfald, osv. Disse forventede tal udregnes, og man far Tabel 2.1.
Det ses at de »forventede« antal stemmer fint overens med de observerede, og
det ma vi tage som tegn pd at Poissonmodellen ikke er helt hen i vejret.

Det er i udledningen forudsat at y. > 0. Hvis y. = 0, s4 er log-likelihoodfunktionen lig —np +
konstant, og den antager sit maksimum nér u = 0.
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Tabel 2.1 Hestespark-eksemplet: De observerede antal &r med y dedsfald sammenlig-
net med de »forventede« antal ar med y dedsfald beregnet ud fra Poissonmodellen.

antal dedsfald y  observeret antal &r »forventet« antal ar

0 109 108.7

1 65 66.3

2 22 20.2

3 3 4.1

4 1 0.6

5+ 0 0.1
200 200.0

Dispersionstestet

Undertiden vil man gerne udfere et numerisk test for rimeligheden af at antage
at et seet observationer y1, ¥, ..., yn er en stikprove fra en Poissonfordeling.
Vi vil omtale en nem metode hertil.

Som neevnt side 10 har Poissonfordelingen den egenskab at middelveerdi
og varians er ens. Man kunne derfor udregne den empiriske middelveerdi

=

7 = L3y,
7= LY

og den empiriske varians

og sa se efter om de to er nogenlunde ens. Det viser sig hensigtsmaessigt at gere
dette pa den made at man udregner sterrelsen
‘- =
Yy
Hvis modelantagelsen er rigtig, skal d veere teet pa 1, sa man vil forkaste mo-
dellen hvis enten d s er sa meget storre end 1 at der kun er lille sandsynlighed
(for eksempel 0.025) for at fa en storre veerdi, eller d s er sd meget mindre end 1
at der kun er lille sandsynlighed (for eksempel 0.025) for at fa en mindre veerdi.
— Man kan bevise at nar modellen er rigtig (og Poissonparameteren ikke er alt
for lille), s& vil d med god tilneermelse folge en sakaldt x?/f-fordeling med
f =n —1 frihedsgrader.
I hestespark-eksemplet fandt vi tidligere at i = 0.61. Videre er

(yi—7)°

M=

= 109-(0—0.61)>+65-(1—0.61)*>+
22-(2-0.61)243-(3—0.61)2+1-(4—0.61)>
= 121.58,
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s& s2 = 121.58/199 = 0.611 og dermed dg,s = 0.611/0.61 = 1.002. Den
fundne d,ps-veerdi ligger meget teet pa 1, ogsa malt i forhold til x?/ f-fordelin-
genmed 199 frihedsgrader, og det numeriske test bekraefter dermed indtrykket
af at Poissonfordelingen giver en god beskrivelse af tallene.

2.2 Sammenligning af to Poissonfordelinger

Vi vil diskutere spergsmalet om sammenligning af to Poissonfordelinger ud
fra folgende eksempel.

Eksempel 2.1 (Ultralydsscanning)

Det er meget udbredt at foretage ultralydsscanning af gravide kvinder. Det menes/
frygtes imidlertid at fostrene kan lide skade derved idet der méske sker kromosomfor-
andringer. For at undersoge dette neermere har man udfert en raekke laboratorieforsog
med mus.”

Et antal draegtige mus udseettes for ultralydsbestraling i et vist stykke tid, hvorefter
man underseger leverceller fra fostrene for at se om der er dannet sakaldte mikrokeer-
neceller. Mikrokeerner i en celle opstar som felge af kromosomforandringer og/eller
-odeleggelser.

I dette eksempel (der kun behandler en del af forsegets talmateriale) optreeder to
grupper a tre mus: en behandlingsgruppe og en kontrolgruppe. Behandlingsgruppen
har faet ultralyd, hvorefter man har ladet g& 18 timer inden musen blev draebt og pre-
verne udtaget. Kontrolgruppen er behandlet pa samme made, pa neer at der denne gang
ikke blev teendt for ultralydapparatet. Fra hver mus udtog man otte prever; i alt under-
segte man for hver mus ca. 2000 celler og afgjorde om det var en mikrokaernecelle eller
€j. Derved fremkom resultaterne i Tabel 2.2.

Spergsmaélet er om disse tal tyder pa at ultralyd har en skadelig virkning.

Modelopstilling

For hver mus er der gjensynlig to sterrelser der er uforudsigelige, nemlig antal
optalte celler r og antal mikrokeerneceller y. Nar vi skal formulere den statisti-
ske model, skal vi tage stilling til om bdde r og y eller kun den ene af dem skal
opfattes som observation af en stokastisk variabel. De storrelser der opfattes
som udfald af stokastiske variable, er de sterrelser for hvilke den statistiske
model patager sig at beskrive hvilke andre udfald man ogsa kunne have faet.

I den foreliggende problemstilling er det der er genstand for den grund-
leeggende interesse formentlig chancen for at en celle omdannes til en mikro-
keernecelle. I den forbindelse er det uinteressant at sege at opstille en model
der kan patage sig at beskrive variationen i antal optalte celler pr. mus. De ind-
gdende tider er de samme for alle forsggsdyr; derfor behover vi ikke indbygge
tidsatheengigheder i modellen. Derimod skal vi sgge at formulere en model der
kan beskrive variationen i antallet af mikrokeerneceller i en prove af en given
storrelse, udtaget fra en mus der har fdet en given behandling. I modellen skal
r-erne derfor indga som givne konstanter og y-erne som udfald af stokastiske
variable.

2L. Meillier og 1. Toldbod (1985): P4 skaermen stdr et lille hjerte og banker ... Ultralyd og biologiske
skadevirkninger — afprovet for kromosombrud i mikrokernetesten. Biologispecialerapport, RUC.
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Tabel 2.2 Resultater af mikrokeerneteellinger.

1. Behandlingsgruppen

Antal Antal
Mus nr. optalte mikrokeerne-
celler celler
r y
1 2096 1
2 2138 10
3 2086 7
6320 8
2. Kontrolgruppen
Antal Antal
Mus nr. optalte mikrokeerne-
celler celler
r y
1 2077 5
2 2181 6
5 w02
6288 10

Da der for en enkelt mus optelles et meget stort antal celler der hver isaer
har en meget lille chance for at veere blevet omdannet til en mikrokeernecelle,
kan vi antage (jf. trykfejlseksemplet side 11) at antal mikrokeerneceller i en
prove med r celler er Poissonfordelt med parameter 1 = Ar, hvor A er en »om-
dannelsesintensitet«, nemlig sandsynligheden for at en optalt celle er en mi-
krokeernecelle. Den systematiske forskel mellem behandlingsgrupperne skal
beskrives ved hjelp af modellens parametre, sa derfor skal mus med samme
behandling have samme intensitet A, hvorimod behandlingsgruppen og kon-
trolgruppen skal have hver sit A.

Vi indferer lidt notation for at kunne formulere modellen preecist:

rij = antal optalte celler fra mus nr. j i gruppe i,

yij = antal mikrokerneceller fra mus nr. j i gruppe i,

hvor i = 1 svarer til behandlingsgruppen og i = 2 til kontrolgruppen. Det vil
sige at Tabel 2.2 skematisk ser sdledes ud:

i=1
1 yn
21r2 Y2
3|13 i3
. Yi.




18 En- og flerstikpreveproblemer i Poissonfordelingen

i=2
1|r1 yn
2| rn Y2
3|13 Y3

ro. y2.

Modellen er da at tallene y11, Y12, Y13, Y21, Y22, Y23 skal opfattes som obser-
verede veerdier af stokastisk uafheengige Poissonfordelte stokastiske variable
Yn,le, Y13, Y21,Y22, Y23 hvor Yl] har parameter ‘Lll']‘ = }\iri]-. Her er A] og AZ
ukendte parametre der beskriver den systematiske forskel mellem behand-
lingsgruppen og kontrolgruppen, og r;;-erne er kendte konstanter. Modelfunk-
tionen bliver

Vi
M exp(—)\,-ri]-) . (2.1)
i=1,=1 Yij:

Det oprindelige spergsmal om observationerne tyder pa at ultralyd er ska-
deligt, kan nu overseettes til modellens sprog. Da den systematiske forskel mel-
lem grupperne beskrives ved hjeelp af parametrene A; og A, bliver spergs-
malet om observationerne tyder pa at A1 og A, er signifikant forskellige; med
andre ord skal vi teste den statistiske hypotese Hy : A} = A,.

Estimation af parametre

Maksimaliseringsestimaterne over A; og A, skal bestemmes pé grundlag af like-
lihoodfunktionen. Ud fra modelfunktionen (2.1) far vi

2 3 (;\.r..)yi,‘
LA A) = [T 25— exp(—Arij)
i=1)=1 Yij:
2 3

konstant - AL exp(—Air; j)
g
2
= konstant - I_l Al exp(—Airy.)
i=1

hvor konstanten atheenger af r-erne og y-erne, men ikke af Ay og A,. Vi ser at
likelihoodfunktionen er den samme som man ville have faet hvis man udeluk-
kende havde set pa totalantallene y4. og y». for hver mus og havde sagt at det
var Yi. og Y;. der var Poissonfordelte med parametre A1r1. hhv. Ayry.. Derfor
bliver estimatet over A;

A= Yi-
7.

7

nemlig det totale antal observerede mikrokeerneceller i gruppe i divideret med
det totale antal optalte celler i gruppe i, hvilket ogsa er et estimat der virker
umiddelbart rimeligt.
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For at estimere det feelles A under Hy betragtes likelihoodfunktionen
Lo(A) = L(A,A):

2
Lo(A) = konstant- I_l Vi exp(—Ar;.)
i=1

= konstant - AY** exp(—Ar..)

som har maksimum i
A= I
r..
Det er ogsa hvad man umiddelbart skulle vente, thi ndr Hy er rigtig, er der
ingen forskel pé de to grupper, dvs. der er i realiteten kun tale om én enkelt
gruppe bestdende af .. celler hvoraf y.. er mikrokaerneceller.
I eksemplet bliver estimaterne

18

;\behandling = 6320 = 28-107°

~ knap 3 mikrokeerneceller pr. 1000 celler
4 10
Akontrol = 6288 = 1.6-107°

~ godt 1.5 mikrokaerneceller pr. 1000 celler
5 28
Atzelles = 12608 = 22-1073

godt 2 mikrokeerneceller pr. 1000 celler.

Man kan sporge hvor stor tiltro man nu kan have til disse tal. Det er ikke
i statistikerens magt at udtale noget fornuftigt om diverse eksterne fejlkilder
der eventuelt matte have veeret i spil (det véd eksperimentator bedre). Stati-
stikeren kan udtale sig om dén tilfeeldige variation der beskrives af den stati-
stiske model, for eksempel konkretiseret til middelfejlene pi estimatorerne. Lad
os derfor bestemme middelfejlen (standardafvigelsen) pa A; i det foreliggende

1° 1°

eksempel: Da A; = j—l, er den sogte storrelse \/Var); = {/ Var (:’(l) Ifolge

regnereglerne for varianser og kvadratredder er

Da Y;. er Poissonfordelt med parameter A;7;., er Var(Y;.) = A;r;. (se side 10), sa
middelfejlen pa A; er

\/Var(Y;.) :\/)T,»
Yie ri. ’

Da vi ikke kender A;, men kun et estimat A; = Yi./ri., kan vi kun udregne en
talveerdi for den estimerede middelfejl pa A;, og den bliver

Ay VY
¥ie . Yie )
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Man finder de estimerede middelfejl pa )A\behandhng, Akontrol og Atslles til
0.67-1073,0.50 - 1073 0g 0.42 - 1073.

Som leeseren vil have bemeerket, benytter vi ved beregningen af de forskel-
lige estimater slet ikke de individuelle veerdier af r og vy for de enkelte mus,
vi benytter kun totalerne for hver gruppe. Er det da lige meget hvad veerdi-
erne for de enkelte mus er? Ja, det er det faktisk, sdlenge der ikke er tvivl om
Poissonmodellens brugbarhed. Men hvis vi er pd udkig efter indicier for (eller
imod) anvendeligheden af Poissonmodellen, s& er det i hej grad pakreevet at
kende de enkelte veerdier. For den statistiske model skal jo beskrive enkeltob-
servationernes tilfeeldige variation omkring et bestemt niveau, og hvis man vil
vurdere antagelsen om at den tilfeeldige variation kan beskrives ved netop en
Poissonfordeling, s& skal man se pa enkeltobservationernes faktiske variation
og vurdere om den ligner den fittede Poissonfordeling.

Hypoteseprovning

Som neevnt skal vi teste den statistiske hypotese Hy : A; = A,. Det gores pa
traditionel vis med et kvotienttest. Vi udregner kvotientteststerrelsen

L(A,A
o - LA
L(A1, Ap)
_ AV1- AY2- exp(—j\rl. — Ary.)
/A\%')A\gz' exp(—Arr1. — Apra.)
_ ( A )yl' (7‘>y2' exp(—y1- — y2.)
A A exp(—y1. — ¥2.)
_ (M)y (Arz)y
Y- Y2-
71 Y- 2. Y-
- ) @)
hvor ;. = Ar;. er det »forventede« antal mikrokeerneceller i gruppe i, forudsat
at Hy er rigtig.
Derfor er

—2InQ = 2 (yl.lngl' + . ln]{}> .
y1- Y.
Sma veerdier af Q, dvs. store veerdier af —21n Q, er signifikante, dvs. de er tegn
pé at hypotesen Hy ikke er forenelig med de foreliggende data.
For at vurdere om —2In Qs er signifikant stor, skal man bestemme test-
sandsynligheden

£ = Po(*zanZ*ZIDQObS)’

altsa sandsynligheden under Hy for at fa et mindst lige sd afvigende observa-
tionsseet som det foreliggende. Ved beregningen af ¢ kan man udnytte at nar
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Hy er rigtig, s er —2In Q med god tilneermelse® x*-fordelt med f = 2 — 1
frihedsgrader?, siledes at ¢ med god tilnaermelse kan udregnes som sandsyn-
ligheden for at fa en veerdi sterre end eller lig med —21n Qs i Xz-fordelingen
med 1 frihedsgrad:

E = P(X% > —2In Qobs) .
I taleksemplet er §/1. = 14.0 og . = 14.0, s&

18 10

= 232.

I X2—f0rde1ingen med 1 frihedsgrad er 80%-fraktilen 1.64 og 90%-fraktilen 2.71,
sa den fundne —21In Q-veerdi svarer til et ¢ pa mellem 10% og 20%. Man vil
almindeligvis sige at en sddan e-veerdi ikke er lille nok til at man vil forkaste
Hp. Vi kan dermed konkludere at de foreliggende tal ikke giver statistisk beleeg
for at mene at ultralyd er skadeligt. (P4 den anden side giver de neeppe heller
beleeg for at mene at ultralyd ikke er skadeligt.)

2.3 Etsvarere eksempel

I dette afsnit gennemgés et eksempel hvor Poissonfordelingen segges anvendt;
det viser sig imidlertid at den model der foreslas i forste omgang, ikke passer
seerlig godt; derfor m& man finde pa en anden model.

Praesentation af eksemplet

Man har undersegt hvor mange ulykkestilfeelde hver enkelt arbejder pé en gra-
natfabrik i England kom ud for i lebet af en fem ugers periode. Det hele foregik
under forste verdenskrig, sa de pageeldende arbejdere var kvinder (mens maen-
dene var soldater). Tabel 2.3 viser fordelingen af n = 647 kvinder efter antallet
y af ulykkestilfeelde i en fem ugers periode. Man soger en statistisk model der
kan beskrive dette talmateriale.

Lad y; betegne antal ulykker som kvinde nr. i kommer ud for; y; teenkes at
veere en observation af en stokastisk variabel Y;, i = 1,2,...,n. Vi gir ud fra
at de stokastiske variable Y1, Y5,...,Y; er indbyrdes uathengige (men det er
maske en lidt diskutabel antagelse).

3x2-approksimationen kan anvendes nar de forventede antal j;. er mindst fem.

“antal parametre i grundmodellen er 2; antal parametre under Hy er 1; antal frihedsgrader er
derfor f =2 —1.

5Eksemplet stammer fra M. Greenwood & G.U. Yule (1920): An inquiry into the nature of fre-
quency distributions representative of multiple happenings with particular reference to the occur-
rence of multiple attacks of disease or of repeated accidents. Journal of the Royal Statistical Society
83, 255-279. — Her i landet er eksemplet iseer kendt via sin forekomst i hvad der i mere end en men-
neskealder har veeret en toneangivende leerebog i statistik, nemlig A. Hald (1948, 1968): Statistiske
Metoder, Akademisk Forlag.
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Tabel 2.3 Fordelingen af n = 647 kvinder efter antallet y af ulykkestilfeelde i en fem
ugers periode.

fy = antal kvinder
y med y ulykker
447
132
42

N W N = O
N
[t

Tabel 2.4 Model 1: Observerede antal fy og forventede antal fy.

Y fy fy
0 447 406.3
1 132 189.0
2 42 440
3 21 6.8
4 3 0.8
5 2 0.1
6+ 0 0.0
647 647.0

Vi indferer betegnelsen f, for antallet af kvinder der har veeret ude for
netop y ulykker, dvs. i det foreliggende tilfeelde er fy = 447, f; = 132 oswv.
o0

Det samlede antal ulykker er daligOfy +1f +2f, +... = z yfy =301
y=0

Model 1

I forste omgang kan man forsege sig med en model hvor Yy, Yo, ..., Y}, er uaf-
heengige og identisk Poissonfordelte med parameter p, dvs.

W
P(Yi=y) = ?exp(—u).

Poissonfordelingen kommer ind i billedet ud fra en forestilling om at ulyk-
kerne sker »helt tilfeeldigt«, og man kan sige at parameteren p beskriver kvin-
dernes »ulykkestilbgjelighed «.

I denne model estimeres p ved i = § = 301/647 = 0.465 (der sker 0.465
ulykker pr. kvinde pr. fem uger). Det forventede antal kvinder med y ulykker

er fy =n % exp(—f); veerdierne heraf vises i Tabel 2.4 og i Figur 2.1. Det ses at

der ikke er nogen seerlig god overensstemmelse mellem de observerede og de
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fy

400
300
200

100

0 n -_' T T T >
2 3

0 1 4 5 6+ Y

Figur 2.1 Model 1: Observerede antal (sorte sgjler) og forventede antal (hvide sgjler)
fra Tabel 2.4.

forventede antal. Man kan udregne variansen til s> = 0.692, og det er naesten
halvanden gange middelverdien, hvilket er endnu et tegn pa at Poissonmo-
dellen er darlig. Man kan derfor give sig til at overveje en anden model.

Model 2
Man kan udvide model 1 pa folgende made:

e Det antages stadig at Yy, Y>,..., Y}, er uathengige og Poissonfordelte,
men nu tillader vi at de har hver sin middelveerdi, dvs. Y; er Poisson-
fordelt med parameter y;, i = 1,2,... ,n. Hvis modelopstillingen gjorde
holdt her, ville der veere en parameter for hver person; derved kunne
man fa et perfekt fit (med [1; = y;,i = 1,2,...,n). Men der endnu et trin
i modelopbygningen:

e Det antages endvidere at p1, 1, ... , 4y er uathengige observationer fra
en og samme sandsynlighedsfordeling. Denne sandsynlighedsfordeling
skal veere en kontinuert fordeling pd den positive halvakse, og det viser
sig bekvemt at benytte en fordeling med en teethedsfunktion af formen

g(n) = F(Kl)ﬁK ulexp(—p/B), 1>0.

(Symbolet I'(k) betegner den sdkaldte Gammafunktion, udregnet i «. Pr.

+oo 1
definition er I'(k) = =

exp(—t)dt. Hvis m er et naturligt tal, s&
erM(m+1) =m!.0)

Fordelingen med denne tethedsfunktion g er en gammafordeling med for-
mparameter k > 0 og skalaparameter 3 > 0.

6Gammafunktionen kommer ind i billedet fordi teethedsfunktionen g skal integrere til 1, og det
gor den da ogsa, hvilket ses ved at foretage substitutionen t = 11/f.
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¢ Sandsynligheden for at en kvinde kommer ud for y ulykker ville nu vaere
. w s Tie . s
lig med — exp(—p), hvis vi altsa kendte veerdien af y for den pageel-

dende kvinde. Men da vi kun véd at u folger fordelingen med teetheds-
funktion g, bliver den faktiske sandsynlighed for y ulykker et vaegtet

¥
middeltal af veerdierne % exp(—p) med g(u) som veegte, og det bety-

der at sandsynligheden for at en kvinde kommer ud for y ulykker alt i alt

bliver
+00 uy
Pr=y) = [ rep(-u) gl du
_ “+o00 iy B 1 1 B
= ‘A o1 PR e T exp(—n/B)du
_ r(!/+'<)< 1 )K( B )y
o yiT(k) \B+1 B+1
My +x) «
y+k—1 Ty +«) .
hvorp:1/(ﬁ+1).Medbetegnelsen( y >: TR (som hvis

m er et naturligt tal, blot er den seedvanlige definition af binomialkoeffi-
cient) er sandsynligheden for y ulykker

y+x—1

=y = (V7

)P“l—pW,yE{QLZPH}

Denne fordeling af Y er den sékaldte negative binomialfordeling med form-
parameter k og sandsynlighedsparameter p = 1/(5 + 1).

I den negative binomialfordeling er der to parametre man kan »skrue pda«,
og man kan hébe at det derved er muligt at fa denne model til at passe bedre
til observationerne end Model 1 gjorde.

I den nye model er middelveerdi og varians af Y givet ved

E(Y) = x(1=p)/p
= Kﬁ

0g

Var(Y) = «(1-p)/p?
= E(Y)/p
= kB(B+1).

Heraf ses blandt andet at variansen er (3 + 1) gange storre end middelveer-
dien. — I det foreliggende talmateriale fandt vi netop at variansen var sterre
end middelverdien, sd forelobig kan det ikke udelukkes at den negative bino-
mialfordelingsmodel er brugbar.
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Estimation af parametrene i Model 2

Vi benytter som altid med likelihoodmetoden til estimation af de ukendte pa-
rametre. Likelihoodfunktionen er

Likp) = |‘|1 (e

L (yitk—1
_ nK (] _ p)Y1ty2tetyn <yz )
pr—p) le v
00 S
= konstant- p"™(1 — p)¥- |—| (k+k— 1)Zj:kf],
k=1

hvor f; stadig betegner antal observationer som har veerdien k. Logaritmen til
likelihoodfunktionen bliver derfor (pédneer en konstant)

InL(k,p) = nklnp+y.ln(1—p)+k§ <‘§kfj>ln(l<+k_1)
=1\ /=

der i det konkrete eksempel antager det mere uskyldige udseende

InL(k,p) = 647xInp+301In(1—p)
+200Ink +68In(k + 1) +261In(k + 2)
+5In(k+3) +2In(k +4).
Denne funktion kan man let bestemme maksimum for med seedvanlige nu-
meriske metoder til bestemmelse af ekstremumspunkter, for eksempel en ge-

nerel simplexmetode. Disse numeriske metoder itererer sig frem til lesningen,

og man kan finde et godt udgangspunkt for iterationen ved at lose de to lig-
ninger

teoretisk middelveerdi = empirisk middelvaerdi
teoretisk varians = empirisk varians

der i det foreliggende tilfeelde bliver

kB = 0.464
kB(B+1) = 0.692.
Man finder (idetp = 1/(B + 1))
B = 04882
kg = 0.9525
5 o= 0.6720.

Disse veerdier benyttes som startveerdier i en iteration der leder frem til likeli-
hoodfunktionens maksimumspunkt som er

B = 0.5378
g = 0.8651
p = 0.6503.
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Tabel 2.5 Model 2: Observerede antal f, og forventede antal f y 1 den negative
binomialfordelingsmodel.

Y f y f y
0 447 445.9
1 132 134.9
2 42 44.0
3 21 14.7
4 3 5.0
5 2 1.7
6+ 0 0.9
647 647.1
fy
400
300
200
100
0 “ h T T T >
0 1 2 3 4 5 6+ y

Figur 2.2 Model 2: Observerede antal (sorte sojler) og forventede antal (hvide sgjler)
fra Tabel 2.5.

Tabel 2.5 og Figur 2.2 viser de tilsvarende forventede antal

A +Rk—=1\ ¢ R

fy=m <y )p“(l—p)y
Y

beregnet ud fra den estimerede negative binomialfordeling. P4 baggrund heraf

tillader vi os at konkludere at den negative binomialfordelingsmodel beskriver

observationerne godt nok.

24 Opgaver

Opgave 2.1 (Udsendelse af a-partikler)
I et beremt eksperiment har Rutherford og Geiger’ talt op hvor mange a-par-
tikler der udsendes fra en bestemt portion af det radioaktive stof Polonium i et

7E. Rutherford and H. Geiger (1910): The Probability Variations in the Distribution of & Particles.
Philosophical Magazine xx, 698-707, genoptrykt med mindre rettelser i The Collected Papers of Lord
Rutherford of Nelson, Vol. 2, side 203-211, London, 1963.
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Tabel 2.6 Opgave 2.1: Antal tidsintervaller f, hvor der udsendes netop y a-partikler.

y fy Y fy
0 57 8 45
1 203 9 27
2 383 10 10
3 525 11 4
4 532 12 0
5 408 13 1
6 273 14 1
7 139

tidsinterval af leengde 7.5 sekund; man har foretaget opteellingen for i alt 2608
sadanne tidsintervaller. Resultaterne fremgar af Tabel 2.6.

Det formodes at antal a-partikler udsendt i et tidsinterval af leengde t (som
er meget mindre end stoffets halveringstid) kan opfattes som en observation
af en Poissonfordelt stokastisk variabel med parameter A - £, hvor A er en slags
stralingsintensitet.

1.

Gor rede for rimeligheden af Poissonfordelingsantagelsen, og preecisér
den statistiske model.

Estimér A ud fra de givne observationer.

Hvad kan dispersionstestet forteelle om rimeligheden af den foresldede
model?

Opgave 2.2
Tabel 2.7 indeholder 20 stikprever y1, y2, ... , Y10 fra en Poissonfordeling med
uw = 3.14.

1. Udregn fi for hver stikprove. Hvordan fordeler fi sig omkring u?

2. Udregn dispersionsteststorrelsen d for hver stikprove. Hvordan ligger

veerdierne i forhold til x?/ f-fordelingen?

Man kan bevise at en sum af uatheengige Poissonfordelte storrelser er Po-
issonfordelt med en parameter der er lig summen af parametrene. Derfor
kan man opfatte de 20 veerdier i y.-sojlen som 20 observationer fra en
Poissonfordeling med parameter 10u (= 31.4).

Udregn parameterestimatet og dispersionsteststerrelsen for disse 20 ob-
servationer.

Opgave 2.3 (fortsattelse af Opgave 1.2)

1.

Antag at der er udfert n cirklinger, og at i netop y tilfeelde fandtes der et
skud inde i cirklen.

Hvordan skal man pa denne baggrund estimere A?
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Tabel 2.7 20 eksempler pd udfald af stokastiske variable Y1, Y5, ..., Yo frembragt af
en Poissonfordelings-tilfeeldighedsmekanisme med p = 3.14.

Vi Y2 Y3 Ya Y5 Ye Y7 Ys Yo Y10 | Y- Y s?
2 4 2 2 0 5 2 3 4 2 26 260 2.04
3 3 3 0 4 3 3 3 3 5 30 3.00 1.56
4 2 5 1 0 6 5 6 1 2 32 320 5.07
3 1 4 3 3 2 0 2 3 3 24 240 1.38
3 4 5 4 4 2 3 6 2 1 34 340 2.27
2 5 6 6 5 3 4 2 4 2 39 390 254
2 2 6 2 4 2 4 1 1 6 30 3.00 3.56
4 1 2 0 2 3 7 4 4 2 29 290 3.88
1 3 4 2 1 2 2 2 3 3 23 230 0.90
3 3 2 2 5 4 2 3 6 4 34 340 1.82
6 5 5 3 3 2 3 3 3 2 35 350 1.83
3 4 1 4 3 4 4 3 3 4 33 3.30 0.90
1 2 3 2 1 2 1 2 5 5 24 240 2.27
4 2 3 1 5 8 5 5 2 1 36 3.60 4.93
3 4 3 4 3 1 5 2 3 5 33 330 1.57
2 2 2 6 4 5 3 2 2 0 28 280 3.07
3 4 3 2 3 2 3 2 0 1 23 230 1.34
2 0 1 2 2 5 6 4 2 2 26 260 3.38
1 2 4 2 3 3 4 0 3 4 26 260 1.82
6 0 7 3 0 6 3 4 3 4 36 3.60 5.60

2. Hvis man skal kunne opdage sjeeldne plantearter med denne metode,
skal man nok bruge mere end 10 cirklinger.

Antag at man stadig bruger cirkler med areal 2 = 0.1m?. Hvis en plante
vokser med en teethed pa ca. en pr. 5m? (dvs. A = 0.2m~?2), hvor mange
cirklinger skal man da foretage for at veere 90% sikker pa at opdage plan-
ten?

Tip: Opskriv ferst sandsynligheden for at man i n cirklinger ikke opdager planten.

Opgave 2.4 (Fluor i drikkevandet)
Det menes at fluor i drikkevandet kan modvirke huller i teenderne. I 1960-
erne foretog man en underspggelse af berns »tandstatus« og sammenholdt den
med koncentrationen af fluor-ioner i drikkevandet fra det lokale vandveerk. Ta-
bel 2.8 viser data fra to vandvaerksdistrikter i Neestved. Man har bestemt antal
DMF-teender, dvs. teender med huller efter caries samt udtrukne og plombe-
rede teender, hos de 12-drige drenge i de to distrikter. (Det kan i gvrigt naevnes
at F~-koncentrationen ved det gamle vandveerk var 1.9 ppm og ved hjeelpe-
vandveerket 1.2 ppm.)

Undersog ved hjeelp af en Poissonfordelingsmodel om der er en signifikant
forskel pa forekomsten af DMF-teender i de to vandveerksdistrikter.
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Tabel 2.8 Opgave 2.4: Fordelingen af drenge fra to vandveerksdistrikter efter antal
DMEF-teender.

y antal drenge med y DMF-teender
gamle vv. hjeelpe-vv.
0 1
1 1
2 8 6
3 3 5
4 13 6
5 7 3
6 8 7
7 2 4
8 3
9 2 4
10 1
1
12
13 1
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3 Multiplikative Poissonmodeller

I dette kapitel vil vi gennemga et eksempel pé en sakaldt multiplikativ Pois-
sonmodel. Modellen er ganske vist en smule mere indviklet end hvad der hid-
til er blevet praesenteret, men pa den anden side er det en type modeller der
benyttes en del. Derudover er eksemplet interessant pa den made at man til-
syneladende kan na frem til modstridende konklusioner blot ved at sendre en
smule pa fremgangsmaden ved analysen af modellen.

3.1 Det gennemgaende eksempel:
Lungekraeft i Fredericia

I midten af 1970-erne var der en storre debat om hvorvidt der var seerlig stor
risiko for at fa lungekreaeft nar man boede i byen Fredericia. Grunden til at der
kunne veere en storre risiko, var at der i Fredericia var en betydelig maengde
luftforurenende industri som tilmed 14 midt inde i byen. For at kunne af-
gore sporgsmalet indsamlede man data om lungekrafthyppigheden i perio-
den 1968-71, dels i Fredericia, dels i byerne Horsens, Kolding og Vejle. De tre
sidste byer skulle tjene som sammenligningsgrundlag idet det var byer af no-
genlunde samme art som Fredericia, paneer den misteenkte industri.

Lungekreeft opstdr tit som et resultat af daglige pavirkninger af skadelige
stoffer gennem mange ar. En eventuel storre risiko i Fredericia kunne maske
derfor vise sig ved at lungekreeftpatienterne fra Fredericia var yngre end dem
fra kontrolbyerne, og det er under alle omsteendigheder tilfeeldet at lungekraeft
optreeder med meget forskellig hyppighed i forskellige aldersklasser. Det er
derfor ikke nok at se pa totalantallene af lungekreefttilfeelde, man skal se pa
antallene af tilfeelde i forskellige aldersklasser. De foreliggende tal er vist i Ta-
bel 3.1. Da antallene af lungekreefttilfeelde i sig selv ikke siger noget saleenge
man ikke kender risikogruppernes sterrelse, ma man ogsa rapportere antal
indbyggere i de forskellige aldersklasser og byer, se Tabel 3.2.!

Det der nu er statistikerens opgave, er at beskrive tallene i Tabel 3.1 ved
hjeelp af en statistisk model hvori der indgar nogle parametre der i en passende
forstand beskriver risikoen for at fa lungekreeft nar man tilherer en bestemt
aldersgruppe og bor i en bestemt by. Endvidere ville det veere formalstjenligt
hvis man kunne udskille nogle parametre der beskrev »byvirkninger« (dvs.
forskelle mellem byer) efter at man pa en eller anden made havde taget hojde
for forskellene mellem aldersgrupperne.

ITallene i Tabel 3.1 og 3.2 er citeret efter E.B.Andersen (1977): Multiplicative Poisson models
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Tabel 3.1 Lungekreefttilfeelde i fire byer fordelt pa aldersklasser.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle ialt
40-54 11 13 4 5 »33
55-59 1 6 8 7 32
60-64 11 15 7 10 43
65-69 10 10 11 14 45
70-74 11 12 9 8 40
75+ 10 2 12 7 31

ialt 64 58 51 51 224

Tabel 3.2 Antal indbyggere i de forskellige aldersklasser i de fire byer.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle ialt

40-54 3059 2879 3142 2520 11600
55-59 800 1083 1050 878 3811
60-64 710 923 895 839 3367
65-69 581 834 702 631 2748
70-74 509 634 535 539 2217

75+ 605 782 659 619 2665

ialt 6264 7135 6983 6026 26408

3.2 Modelopstilling

Den statistiske model skal ikke modellere variationen i antallet af indbyggere
i de forskellige byer og aldersklasser, sa derfor vil vi anse disse antal for givne
konstanter. Det er antallene af lungekreefttilfeelde der skal opfattes som obser-
verede veerdier af stokastiske variable, og det er fordelingen af disse stokastiske
variabel der skal specificeres af den statistiske model.

Vi indferer noget notation:

yij = antaltilfeeldeialdersgruppeiiby j,

rij = antal personer i aldersgruppe i iby j,

hvori = 1,2,3,4,5,6 nummererer aldersgrupperne, og j = 1,2,3,4 numme-
rerer byerne. Observationerne y;; opfattes som observerede verdier af stoka-
stiske variable Yj;.

Inspireret af Kapitel 1 kunne man foresla at Y;; skulle vaere Poissonfordelt
med en parameter y;; der afheenger af aldersgruppe og by (modellen skal ikke
indeholde observationsperiodens leengde da denne er konstant lig 4 ar). Hvis
vi skriver p;; som p;; = A;j - rj, sd kan intensiteten A;; fortolkes som »antal
lungekreefttilfeelde pr. person i aldersgruppe i i by j i den betragtede firears-
periode«, dvs. A er den alders- 0g byspecifikke cancer-incidens. Endvidere vil vi

with unequal cell rates. Scand. ]. Statist. 4, 153-8.
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gd ud fra at de enkelte Yjj-er er stokastisk uathengige. Grundmodellen bliver
saledes

De stokastiske variable Y;; er stokastisk uafheengige og Poissonfor-
delte saledes at Y;; har parameter A;;r;; hvor A;j-erne er ukendte
positive parametre.

Det er let nok at estimere parametrene i grundmodellen. Eksempelvis esti-
meres intensiteten Ay; for 55-59—-drige i Fredericia til 11/800 = 0.014 (dvs. 0.014
tilfeelde pr. person pr. 4 &r). Den generelle opskrift er A; i = Yij/Tij-

Nu var det jo tanken at vi gerne ville kunne komme til at sammenligne by-
erne efter at vi havde taget hejde for deres forskellige aldersfordelinger, og det
kan ikke uden videre lade sig gore i grundmodellen. Derfor vil vi undersege
om det lader sig gore at beskrive data med en anden model hvori A;; er spal-
tet op i et produkt «; 3; af en aldersvirkning o; og en byvirkning 3 j- Hvis dette
lader sig gore, er vi heldigt stillede, for sa kan vi sammenligne byerne ved at
sammenligne byparametrene f3;.

Vi vil derfor i forste omgang teste den statistiske hypotese

Hy: Aij = a; 5

hvor oy, oy, a3, s, s, s, 1, B2, B3, Pa er ukendte parametre. (Mere udfor-
ligt lyder hypotesen: Der findes parametre oy, ap, a3, a4, s, s, 1, B2, B3,
B4 séledes at der for by j og aldersgruppe i geelder at lungekreeftrisikoen A;;
fas som A;; = «; 3;. — Hypotesen Hy specificerer en multiplikativ model fordi
aldersparametre og byparametre indgdr multiplikativt.

En detalje vedrerende parametriseringen

Der er det seerlige ved parametriseringen af modellen under Hy at den ikke er
injektiv. At en parametrisering er injektiv betyder at forskellige parameterseet
giver forskellige udgaver af modellen.

De 10 parametre oy, ap, a3, ota, 05, &g, 31, B2, B3, B4 indgdr udelukkende i
modellen via produkterne &;3; (= A;;). Antag nu at to parameterseet

(a1, a2, 003, &4, &5, X6, B1, B2, B3, Ba)
08
(ot 03, 03, 0y, 05, g, B, B, B3, By)
giver anledning til de samme produkter, dvs. antag at
ap; = o B; (3.1)
for alle i og j. Sa geelder ogsa

aifa; = PBj/Bj (3.2)
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forallei og j. Da hojresiden af formel (3.2) ikke involverer i, sd kan venstresiden
heller ikke afhaenge af i, det vil sige der findes en konstant c sdledes at o; /o =
c og dermed

for alle j. Parameterseettet (af, a3, o, oy, a2, f, B3, B3, B5, B;) ma altsa ned-
vendigvis veere af formen

(o, 0, 03, a5, 5, o5, B1, B2, B3, Bi)
X1 Xp X3 X4 X5 g

- (71 e A s S C[31, CﬁZ/ Cﬁ3/ Cﬁ4) (33)

c’c’c’c’c’c’

hvor c er en positiv konstant. Omvendt geelder ogsa at hvis det stjernede para-
meterseet er defineret ved formel (3.3), sa vil formel (3.1) veere opfyldt. Hermed
har vi faet klarlagt dels at parametriseringen ikke er injektiv, dels hvilke para-
meterseet der giver den samme model.

De 10 parametre skal paleegges ét band for at fa en injektiv parametrisering.
Et sddant band kan veere at ¢y = 1, ellerat oy + ap + ... + g = 1, eller at
aa ... = 1, eller det tilsvarende for j3, osv.

I det aktuelle eksempel vil vi benytte betingelsen 31 = 1, dvs. vi define-
rer at parameteren for Fredericia skal veere lig 1. Med denne betingelse er pa-
rametriseringen injektiv, for hvis bade 31 og 37 = cf31 skal veere 1, sd ma ¢
nedvendigvis veere lig 1.

Samtidig noterer vi at der er 10 — 1 = 9 forskellige parametre at estimere.

3.3 Estimation i den multiplikative model

I den multiplikative model lader det sig ikke gore at opskrive simple udtryk for
estimaterne, man er henvist til at benytte numeriske metoder for at bestemme
talveerdierne i de konkrete tilfeelde. En datamat med noget ordentligt statistik-
programmel vil uden videre kunne levere estimaterne, men hvis man foretraek-
ker at g& ud fra de grundleeggende principper og foretage udregningerne med
handkraft/lommeregner, er det faktisk heller ikke seerlig besveerligt. Det skal
vi se pd de neeste sider.

Parametersaettet (a1, ap, a3, &, a5, &, 31, B2, B3, Ba) (med den bibetingelse
at 31 = 1) skal ifelge de seedvanlige principper bestemmes s& det maksimali-
serer likelihoodfunktionen. I grundmodellen er likelihoodfunktionen

- \Yij
L= T[] epAjmj)

6 4
= konstant - Ayfjexp(—Ai-r--).
)
Hn
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Nér vi her erstatter A;; med «; 3, far vi likelihoodfunktionen under H:

6 4
Ly = konstant- ol ﬁy-ij eXp(—fxiﬁj”z‘j)
zl:ll ]Dl l J

6 4 6 4
N Yo
= konstant - (I_l ociy ) (I_' [3’]. ’) exp(— Z Z oc,-ﬁ]-rij> .
i=1 =1 i=1j=1
Vi skal bestemme det parameterseet (&1, &, &3, &u, &s, &, 1, B2, B3, Bs) der
maksimaliserer L. Vi vil dog benytte log-likelihoodfunktionen In Ly i stedet:

6 4 6 4
InLy = konstant+ <z Yi. lnoci> + (Z y.jlnﬁ]) - z Z «;Bjri.
i=1 j=1 i=1 /=1

Opgaven at maksimalisere In Ly lader sig ikke lose sddan lige uden videre,
og man ma derfor inddrage den generelle matematiske teori for hvordan man
maksimaliserer en funktion af mange variable. Hvis In Ly havde veret en funk-
tion af én variabel 8, s kunne man (under visse omsteendigheder) bestemme
maksimumspunktet § som lesningen til »likelihoodligningen«

AinLy = 0.

Tilsvarende kan maksimumspunktet (&1, &, &3, &a, &s, &, 1, B2, B3, By) for
den aktuelle log-likelihoodfunktion bestemmes som lesning til »likelihoodlig-
ningerne«

7

0 —

4

i)

7

0

4

i)

a - (3.4)

4

0 —

7

i} —

4

0 —

7

0
0
0
0
a%SlnLo = 0,
0
0
0
0
0

i} —

Her er eksempelvis & In Ly den sékaldte partielle afledede af In Ly med hensyn til
oy, dvs. den afledede af In Ly med hensyn til &, nér de gvrige variable holdes
fast. — Man finder at

i Y2 k&
j=

Deraf ses at ligningen - In Ly = 0 er ensbetydende med at

0oy
Y2-

7 :
D Bjraj
=1

Xy =
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Hvis man pd samme made loser alle de ovrige ligninger i (3.4), fdr man at
folgende relationer skal veere opfyldt:

o = 4%" , i€{1,2,3,4,5,6} (3.5)
2> Bitij
j=1
_ Y-j .
B = L, je{1,2,34} (3.6)

(Xﬂ’i]'

1

Mo

og stadig
B = L

I ligningerne (3.5) og (3.6) er y-erne og r-erne kendte tal og a-erne og -
erne de ubekendte. Man kan ikke lose ligningerne eksplicit, dvs. man kan ikke
opskrive en losning af formen »estimaterne over « og 3 = en kendt funktion af
y-erne og r-ernex. I stedet er man henvist til at bestemme en numerisk losning
iterativt, for eksempel ved brug af felgende algoritme:

1. Veelg startveerdier for 35, B3 og B4 (31 = 1).
2. Indseet B-veerdierne i (3.5) og fa derved (a1, ap, ... , ).
3. Indseet a-veerdierne i (3.6) og fa derved (B1, B2, B3, Ba)-

4. Justér -veerdierne sa 31 = 1, dvs. erstat de beregnede veerdier med

</51 B2 Bs /34)'

- 1/ ’ ’
B1 Bi" B1 B
5. Du har nu gennemfort et iterationstrin. Du kan sa enten gé tilbage til
punkt 2, eller du kan slutte.

Man vil almindeligvis velge at slutte hvis enten det samlede antal iterationst-
rin er blevet for stort, eller parameterestimaterne neaesten ikke har sendret sig
siden forrige iterationstrin.

Den metode prover vi: Som startveerdi veelges (81, B2, 83, B4) = (1,1,1,1)
svarende til at byerne er ens. Skridt 2 leverer veerdierne

a; = 0.0028
ap = 0.0084
az = 0.0128
ay = 0.0164
as = 0.0180
as = 0.0116.
Skridt 3 leverer et seet nye [3-er:
B1 = 12779
B = 09187
B3 = 0.8814

Bs = 0.9733.
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Skridt 4 bestar i at dividere hver af de fundne [3-veerdier med 1.2779 hvorved
fas

B =1

B, — 0.7189
By = 0.6897
Bs = 0.7616.

Séledes fortseettes et par gange indtil veerdierne (med ca. tre betydende
cifre) har stabiliseret sig. De pa denne made bestemte estimater er

& = 0.0036
& = 0.0108
&3 = 0.0164
&y = 0.0210
&s = 0.0229
& = 0.0148
B = 1

B, = 0.719
Bs = 0.690
Bs = 0.762.

3.4 Den multiplikative models beskrivelse af data

Efter at have bestemt de bedste estimater over a-erne og [-erne skal vi nu
beskeeftige os med hvor god en beskrivelse de faktisk giver af datamaterialet.

Formelt bestar opgaven i at teste multiplikativitetshypotesen Hy, og dette
gores som saedvanlig med et kvotienttest: Man udregner —21In Q hvor

LO(&L &2/ &3/ &4/ &5/ &6/ ]-/ ﬁZI ﬁ?)/ ﬁ4)
L(A11, A2, - -+, A63, Aes)

Q

Sma veerdier af Q eller store veerdier af —21In Q er signifikante, dvs. de tyder
pa at Hy ikke giver en tilstreekkelig god beskrivelse af data. For at afgere om
—21n Qgps er signifikant stor skal vi se pa testsandsynligheden ¢, altsd sand-
synligheden for at fa en veerre —2 In Q-veerdi forudsat at Hy er rigtig:

& = Po(—ZIDQ > _ZIHQobs)-

Nar Hy er rigtig, er —21n Q med god tilneermelse x*-fordelt med f =24 — 9 =
15 frihedsgrader.” Det betyder at testsandsynligheden kan bestemmes som

e = P(xs > ~2InQubs ) -

2Tilnsermelsen er som seedvanlig god nok nar de forventede antal alle er mindst fem.
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Udtrykket for kvotientteststorrelsen Q kan omformes saledes:
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hvor Vij = & B jtij er det forventede antal lungekreefttilfeelde i aldersklasse i i
by j.
6 4
Der geelder at det totale forventede antal z z ¥;j er lig det totale observe-
i=1j=1

6 4
rede antal y.. = z z yij, fordi da estimaterne opfylder ligningerne (3.5) og
=1 /=
(3.6) pa side 36, sd er
Vij = &iBjrij = 4% Birij = Yis — LY
> Biri > Biri
=1 I=1
hvoraf
4 4 B
S 9 =y S 5 = v
= = S Biri
=1
og dermed
6 4 6
z Vij = Zyi- =Y
i=1j=1 i=1

og dermed er
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Tabel 3.3 Estimerede alders- og byspecifikke lungekreeftintensiteter i perioden 1986-71
under forudsatning af den multiplikative Poissonmodel. Vaerdierne er antal pr. 1000
indbyggere pr. 4 ar.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle
40-54 3.6 2.6 2.5 2.7
55-59 10.8 7.8 7.5 8.2
60-64 16.4 11.8 11.3 12.5
65-69 21.0 15.1 14.5 16.0
70-74 22.9 16.5 15.8 17.4
75+ 14.8 10.6 10.2 11.3

Tabel 3.4 De forventede antal ;; af lungekreefttilfeelde under den multiplikative
Poissonmodel.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle ialt

40-54 11.01 7.45 7.80 6.91 »33.17
55-59 8.64 8.41 7.82 7.23 32.10
60-64 11.64 10.88 10.13 10.48 43.13
65-69 12.20 12.59 10.17 10.10 45.06
70-74 11.66 10.44 8.45 9.41 39.96

75+ 8.95 8.32 6.73 6.98 30.98

ialt 64.10 58.09 51.10 51.11 224.40

Som led i beregningerne af 7;; udregnes de estimerede alders- og by-spe-
cifikke lungekreeftintensiteter &3 j- Veerdierne af 10004; B j» dvs. de forventede
antal tilfeelde pr. 1000 indbyggere, ses i Tabel 3.3. Selve de forventede antal
ij 1 de forskellige byer og aldersklasser ses i Tabel 3.4. Indseettes tallene fra
Tabel 3.1 og Tabel 3.4 i udtrykket for —2In Q, far man —2In Qs = 22.6
(men se dog ogsa Afsnit 3.9, blandt andet Figur 3.1!). I x?>-fordelingen med
f =24 —9 = 15 frihedsgrader er 90%-fraktilen 22.3 og 95%-fraktilen 25.0. Den
opnaede veerdi —2In Qgps = 22.6 svarer altsa til en testsandsynlighed ¢ pa
godt 5%, og der er dermed ikke alvorlig evidens imod modellens brugbarhed.
Vi tillader os at ga ud fra at modellen faktisk er anvendelig, dvs. at lungekraeftri-
sikoen afheenger multiplikativt af by og alder.

Hermed er vi ndet frem til en statistisk model der beskriver data ved hjeelp
af nogle by-parametre og nogle alders-parametre, men uden parametre sva-
rende til en vekselvirkning mellem by og alder. Det betyder at den forskel der
er mellem byerne, er den samme for alle aldersklasser, og at den forskel der
er mellem aldersklasserne, er den samme i alle byer. Nér vi skal sammenligne
byerne kan vi derfor gore det ved udelukkende at betragte 3-erne.
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3.5 Ens byer?

Det hele gar ud pé at vurdere om der er nogen signifikant forskel pa byerne.
Hyvis der ikke er nogen forskel, s ma byparametrene veere ens, dvs. 31 = 2 =
B3 = Pa, og da 31 = 1, mé den feelles veerdi veere 1. Derfor vil vi teste den
statistiske hypotese

Hi: B1=Br=B3=pBs=1
Hypotesen skal testes i forhold til den aktuelle grundmodel Hy, sa teststorrel-
sen bliver
L1(&1, &2, &3, &4, &5, &6)
Lo(&1, &y, &3, &4, &5, 86,1, 32, 33, Ba)

Q =

hvor
Li(a1,00,...,06) = Lo(a1,00,...,0,1,1,1,1)

er likelihoodfunktionen under H;, og hvor &i1,&n, ... &g er estimaterne over
a1, 0%, ..., 0 under Hy, dvs. &1, &s, ... , & maksimaliserer L.
Likelihoodfunktionen L; kan omskrives til et produkt af seks funktioner,
hver med sit a:
6

Li(oq,a0,... ,a4) = konstant- |_| I_locy” exp(—a;rij)
i= 1]

= konstant - I_l o™ exp(—ayry.) .
=1

Maksimaliseringsestimatet findes derfor til & = z—l Talveerdierne bliver
.

& = 33/11600 = 0.002845

&y = 32/3811 = 0.00840

&y = 43/3367 = 0.0128

&y = 45/2748 = 0.0164

&hs = 40/2217 = 0.0180

&he = 31/2665 = 0.0116.

Kvotientteststerrelsen omskrives siledes:
Li(&1, &2, &3, &4, &5, &)
LO (&]/ é\62/ é\631 &4/ &5/ é\66/ 1/ b)ZI ﬁ:’)/ ﬁ4)

|_| I_l Ay]exp (—&jrij)

i=1j=1
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Tabel 3.5 De forventede antal 7; j af lungekreefttilfeelde under antagelsen om at der
ikke er forskel pa byerne.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle ialt
40-54 »8.70 8.19 8.94 7.17 »33.00
55-59 6.72 9.10 8.82 7.38 32.02
60-64 9.09 11.81 11.46 10.74 43.10
65-69 9.53 13.68 11.51 10.35 45.07
70-74 9.16 11.41 9.63 9.70 39.90
75+ 7.02 9.07 7.64 7.18 3091
ialt 50.22 63.26 58.00 52.52 224.00
hvor ; ﬁ (so h1dt1l) og yl / = &1 j-

Q»

=& m
6 4
a2, 2,0 ZZy :,Z Z Yij e

og dermed
6 4 i
-2lnQ = 2% Zyijlnﬁ%.

Store veerdier af —21In Q er signifikante. Man skal sammenholde —2In Q med
x?-fordelingen med f = 9 — 6 = 3 frihedsgrader.

De forventede tal er vist i Tabel 3.5. Indseaettes veerdierne fra Tabel 3.1, Ta-
bel 3.4 og Tabel 3.5 i udtrykket for —21In Q, fas —21In Q.ps = 5.67 (men se dog
ogsa Afsnit 3.9, blandt andet Figur 3.2!). I x?>-fordelingen med f = 9 — 6 = 3
frihedsgrader er 80%-fraktilen 4.64 og 90%-fraktilen 6.25, siledes at testsand-
synligheden ¢ er naesten 20%. De foreliggende observationer er altsé fint fore-
nelige med hypotesen H; om at der ikke er nogen forskel pa byerne. Sagt pa
en anden made, der er ikke nogen signifikant forskel pd byerne.

3.6 En anden mulighed

Det er sjeeldent tilfeeldet at der er én bestemt médde at undersoge en praktisk
problemstilling pd ved hjeelp af en statistisk model og en statistisk hypotese.
Det aktuelle sporgsmal om der er en oget risiko for lungekreeft ved at bo i
Fredericia, blev i forrige afsnit belyst ved at vi testede hypotesen H; om ens
byparametre. Det viste sig at H; kunne accepteres, og man kan séledes sige at
der ikke er nogen signifikant forskel pa de fire byer.

Nu kan man imidlertid angribe problemet pd en anden méde. Man kan sige
at det hele drejer sig om at vurdere om det er farligere at bo i Fredericia end i
en af de tre ovrige byer. Dermed er det indirekte forudsat at de tre ovrige byer
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er stort set ens, hvilket man ber teste. Man kunne derfor anleegge folgende
strategi for formulering og test af hypoteser:

1. Vi gér stadig ud fra den multiplikative Poissonmodel Hy som grundmo-
del.

2. Forst undersoges om det kan antages at de tre byer Horsens, Kolding og
Vejle er ens, dvs. vi vil teste hypotesen

Hy: By = B3 =4

3. Hvis H, bliver accepteret, er der et felles niveau kaldet 3y for de tre
»kontrolbyer«. Vi kan derefter sammenligne Fredericia med dette feelles
niveau ved at teste om 31 = fp. Da 31 pr. definition er lig 1, er den
hypotese der skal testes,

H32 /30:1

Sammenligning af de tre kontrolbyer

Vi skal teste hypotesen H; : 3, = 33 = 34 om ens kontrolbyer i forhold til den
multiplikative model Hy. Det gores med et kvotienttest

Q — LZ(&lle/”-/&ﬁ/B)
LO (&l/ &2/ ceey &6/ 1/ 52/ 63/ B4)

hvor

Ly(xy,a0,...,%,B) = Lo(a1,20,...,0,1,3,8,8)

er likelihoodfunktionen under Hj, og &, &2, ... , &, Ber maksimaliseringses-
timaterne under H,.

Nar Hj er rigtig, er —21n Q med god tilneermelse x?-fordelt med f = 9 —
7 = 2 frihedsgrader.

Modellen Hj svarer til en multiplikativ Poissonmodel med to byer (nemlig
Fredericia og resten) og seks aldersklasser, og der er derfor ingen principielt
nye problemer forbundet med at estimere parametrene under Hy. Man finder

& = 0.00358
& = 0.0108
& = 0.0164
& = 0.0210
& = 0.0230
& = 0.0148
P = 1

fo = 0.7220.
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Tabel 3.6 De forventede antal j;; af lungekreefttilfzelde under Hy.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle ialt

40-54 10.95 7.44 8.12 »6.51 33.02
55-59 8.64 8.44 8.19 6.85 32.12
60-64 11.64 10.93 10.60 9.93 43.10
65-69 12.20 12.65 10.64 9.57 45.06
70-74 11.71 10.53 8.88 8.95 40.07

75+ 8.95 8.36 7.04 6.61 30.96

ialt 64.09 58.35 53.47 48.42 224.33

Endvidere bliver

6 4 Dii
—2InQ = 22 ZyijlnN—j
=1 /=1 Yij
hvor §;; = &iﬁjrij, se Tabel 3.4, og
bn = &ra
]7ij = 5(,'[;0, j=234.

De forventede antal 7j;; ses i Tabel 3.6. Nar man indseetter veerdierne fra Ta-
bel 3.1, Tabel 3.4 og Tabel 3.6 i det netop fundne udtryk for —2InQ, fas
—2InQups = 0.40 der skal sammenholdes med yx2-fordelingen med f =
9 — 7 = 2 frihedsgrader (men se dog ogsa Afsnit 3.9, blandt andet Figur 3.3!).
I x?-fordelingen med f = 2 frihedsgrader er 20%-fraktilen 0.446, sa testsand-
synligheden er altsa godt 80%, og det betyder at H, er udmeerket forenelig med
de foreliggende data. Vi kan altsa udmeerket tillade os at ga ud fra at der ikke
er nogen signifikant forskel mellem de tre byer.

Herefter kan vi gé over til at teste H3, der gér ud pa at alle fire byer er
ens, og at der er de seks forskellige aldersgrupper med hver sin parameter ;.
Under forudseetning af H, er H3 identisk med hypotesen H; fra tidligere, sa
estimaterne over aldersparametrene er &1, &y, . . . , & fra side 40.

I denne omgang skal vi teste Hz (= Hj) i forhold til den nu geeldende
grundmodel Hj. Teststorrelsen er —21n Q hvor

Q — Ll(&l,&z,..,&6) — LO(&l,&z,...,&é,l,l,l,l)

LZ(&ll 5‘2/ sy 5‘6/ BO) LO(5C1/ 5‘2/ ey 5‘6/ 1/ BO/ BO/ BO)

der let omformes til

sa at
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Store veerdier af —2In Q er signifikante. Nar Hj er rigtig, er —21In Q med god
tilneermelse’ x-fordelt med f = 7 — 6 = 1 frihedsgrad.

Ved at indseette veerdierne fra Tabel 3.1, Tabel 3.5 og Tabel 3.6 i det seneste
udtryk for —21In Q fas —21n Qs = 5.27. I x*-fordelingen med 1 frihedsgrad er
97.5%-fraktilen 5.02 og 99%-fraktilen 6.63, sa testsandsynligheden er omkring
2%. Pé det grundlag vil man almindeligvis forkaste hypotesen Hs (= H;). Kon-
klusionen bliver altsa at der ikke er signifikant forskel pd lungekreefthyppigheden i de
tre byer Horsens, Kolding og Vejle, hvorimod Fredericia har en signifikant anderledes
lungekraefthyppighed.

Den relative lungekraefthyppighed i de tre ens byer i forhold til Fredericia
estimeres til 3y = 0.7, s& lungekreefthyppigheden i Fredericia er altsa signifi-
kant storre.

Se det var jo en peen og klar konklusion, der blot er stik modsat den vi
naede frem til pa side 41!

3.7 Sammenligning af de to fremgangsmader

Vi har benyttet to forskellige fremgangsmader der kun var en smule forskel-
lige, men gav helt forskellige resultater. De to fremgangsmader er begge op-
bygget over folgende skema:

1. Find en passende grundmodel.

2. Formuler en hypotese der giver en forsimpling af den aktuelle grundmo-
del.

3. Test hypotesen i forhold til den aktuelle grundmodel.

4. (a) Hvis hypotesen accepteres, sa har vi derved fet en ny aktuel grund-
model (nemlig den gamle med de simplifikationer som den accep-
terede hypotese giver).

Fortseet da med punkt 2

(b) Hvis hypotesen forkastes, sa slut. Data beskrives da ved den senest
anvendte grundmodel.

Begge de anvendte fremgangsmader tog udgangspunkt i den samme Pois-
sonmodel, de adskiller sig udelukkende ved valgene af hypoteser i punkt 2.
Tabel 3.7 og Tabel 3.8 giver oversigter over de to fremgangsmader.

I den forste fremgangsmade tages skridtet fra den multiplikative model til
»fire ens« pa én gang, hvilket giver en teststorrelse pa 5.67, som, da den kan
fordeles pa 3 frihedsgrader, ikke er signifikant. I den anden fremgangsmade
spalter vi op i

1. multiplikativitet — »tre ens«, og

2. »tre ens« — »fire ens,

3forudsat at de indgaende forventede antal er mindst fem.
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Tabel 3.7 Oversigt over den forste fremgangsmade.

Model/Hypotese —2InQ f €
M: vilkérlige parametre _ N
H: multiplikativitet 22.65 | 24-9=15 | godt5%
M: multiplikativitet
H: fire ens byer

5.67 9-6=»3 ca. 20

Tabel 3.8 Oversigt over den anden fremgangsmade.

Model/Hypotese —2InQ f £
ﬁ: Eﬁi‘ir;ll%gt’f‘;igetre 2265 | 24-9=15 | godt5%
ﬁ: ?eutlipéiyﬁﬁe‘gzet 040 | 9-7=>2 | godt80%

og det viser sig sa at de 5.67 med 3 frihedsgrader spaltes op i 0.40 med 2 fri-
hedsgrader og 5.27 med 1 frihedsgrad, hvoraf den sidste er temmelig signifi-
kant.

Det kan undertiden vaere hensigtsmaessigt at foretage en sddan trinvis test-
ning. Man ber dog ikke straebe efter at spalte op i sd mange tests som muligt,
men kun teste hypoteser der er rimelige i den foreliggende faglige sammen-
heeng.

3.8 Om teststorrelser

Lzeseren vil maske have bemeerket visse feelles treek ved de —2 In Q-udtryk der
forekommer i dette kapitel. De er alle af formen

Modellens forventede antal

—2In = 2 obsantal-In
Q z Hypotesens forventede antal

og er (tilneermelsesvis) y2-fordelt med et antal frihedsgrader som er »det re-

elle antal parametre under modellen« minus »det reelle antal parametre under

hypotesen«. Dette geelder faktisk helt generelt* nir man tester hypoteser om

Poissonfordelte observationer.

3.9 Om beregninger

Verdierne af de forskellige estimater og teststorrelser i det foregdende er alle
udregnet med »handkraft«, dvs. ved brug af papir og blyant og en alminde-

4under forudseetning af at summen af de forventede antal er lig summen af de observerede
antal.
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lig lommeregner. Undervejs er der i mellemregningerne foretaget afrundinger
af tallene; i den multiplikative model er for eksempel &-erne afrundet til fire
decimaler og f3-erne til tre decimaler efter kommaet (side 37), disse afrundede
veerdier er benyttet ved udregning af de forventede antal, og de forventede an-
tal benyttes ved udregning af —21In Q. Afrundingsfejlene vil i et vist omfang
forplante sig til teststorrelsen —21n Q.

Man kan forsege sig med at lade en computer (med et passende statistik-
program) foretage udregningerne. Computeren laver ganske vist ogsa afrun-
dinger undervejs, men den regner med flere betydende cifre end den »typiske«
person gider gore, og ofte er den ogsa programmeret til at foretage beregnin-
gerne pa en sadan made at afrundingsfejl far mindst mulig betydning.

Vi vil derfor ogsa vise hvad der kommer ud af at lade et »typisk« statistik-
program (nemlig StatUnit (Tue Tjurs Turbo Pascal unit til statistisk analyse))
foretage udregningerne, se Figur 3.1 — 3.3. I udskrifterne vil estimater og for-
ventede veerdier blive udskrevet med samme antal decimaler som de tidligere
resultater.
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StatUnit.FitLogLinear

Dependent variable TILFZAELDE.

Offset variate LOGR.

Model terms
BY
ALDER

24 observations, 9 parameters estimated.

-2log(Likelihood) =

Likelihood ratio test against full model
P[ ChiSquare(15) > -2log(Likelihood) ] =

23.4475

0.075090

Estimerede parametre:
Horsens: 0.719

Kolding: 0.690
Vejle: 0.762
Fredericia:  1.000
40-54: 0.0036
55-59: 0.0108
60-64: 0.0164
65-69: 0.0210
70-74: 0.0229
75+ : 0.0148
Forventede antal:
Horsens
40-54: 10.95
55-59: 8.62
60-64: 11.61
65-69: 12.19
70-74: 11.67
75+ : 8.96

Kolding
7.41
8.38

10.85

12.58

10.45

8.33

Vejle Fredericia

7.76 6.87
7.80 7.20
10.09 10.45
10.16 10.08
8.46 9.41
6.73 6.98

Figur 3.1 Den multiplikative model: Udskrift fra StatUnit.
Estimaterne er de samme som tidligere (side 37), de forventede antal er ikke identiske
med dem i Tabel 3.4, og —2In Q bliver nu 23.4475 mod tidligere 22.6.
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StatUnit.FitLogLinear

Dependent variable TILFALDE.
Offset variate LOGR.

Model terms
ALDER

24 observations, 6 parameters estimated.
28.3065

-2log(Likelihood) =

Likelihood ratio test against full model

P[ ChiSquare(18) > -2log(Likelihood) ] = 0.057541
Estimerede parametre:

40-54: 0.002845

55-59:  0.00840

60-64: 0.0128

65-69: 0.0164

70-74: 0.0180

75+ : 0.0116
Forventede antal:

Horsens Kolding Vejle Fredericia

40-54: 8.70 8.19 8.94 7.17
55-59: 6.72 9.09 8.82 7.37
60-64: 9.07 11.79 11.43 10.71
65-69: 9.51 13.66 11.50 10.33
70-74: 9.18 11.44 9.65 9.72
75+ 7.04 9.10 7.67 7.20
StatUnit. TestModelChange
3 parameters removed
-2log(Q) = 4.8590
P[ ChiSquare(3) > -2log(Q) ] = 0.182414

Figur 3.2 Hypotesen H; om ens byer: Udskrift fra StatUnit.
Estimaterne er de samme som tidligere (side 40), de forventede antal er ikke identiske
med dem i Tabel 3.5, og —2 In Q bliver nu 4.8590 mod tidligere 5.67.
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StatUnit.FitLogLinear

Dependent variable TILFZALDE.
Offset variate LOGR.

Model terms
FRCIA
ALDER

24 observations, 7 parameters estimated.
-2log(Likelihood) = 23.7001
Likelihood ratio test against full model

P[ ChiSquare(17) > -2log(Likelihood) ] = 0.127816

Estimerede parametre:
40-54: 0.00358

55-59: 0.0108
60-64: 0.0164
65-69: 0.0210
70-74: 0.0230
75+ : 0.0148

@vrige byer: 0.7220
Forventede antal:

Horsens Kolding Vejle Fredericia

40-54: 10.94 7.44 8.11 6.51
55-59: 8.61 8.41 8.16 6.82
60-64: 11.62 10.90 10.57 9.91
65-69: 12.19 12.63 10.63 9.56
70-74: 11.69 10.51 8.87 8.94
75+ 8.96 8.37 7.05 6.62

StatUnit. TestModelChange

2 parameters removed
-2log(Q) = 0.2526
P[ ChiSquare(2) > -2log(Q) ] = 0.881352

Figur 3.3 Hypotesen Hy om at de tre kontrolbyer er ens: Udskrift fra StatUnit.
Estimaterne er de samme som tidligere (side 42), og de forventede antal er ikke identiske
med dem i Tabel 3.6, og —2 In Q bliver nu 0.2526 mod tidligere 0.40.
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